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Chapitre 7

Séries entières

Exercice 1 : Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes.
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Exercice 2 : On note

S(x) =

+∞∑
n=0

n(−1)
n
xn.

En encadrant n(−1)
n
pour n ∈ N, déterminer le rayon de convergence de S.

Exercice 3 : On considère la fonction

f : R→ R, x 7→


sin(x)

x
si x 6= 0

1 si x = 0.

Montrer que la fonction f est de classe C∞ sur R.

Exercice 4 : Montrer que la fonction f : R∗ → R dé�nie par x 7→ ex − 1

x
se

prolonge à R en une fonction de classe C∞.

Exercice 5 : Soit a > 0. Calculer le développement en série entière des fonc-
tions suivantes et préciser leur rayon de convergence.

(i) ax, (ii) ea+x, (iii) ln(a+ x), (iv)
1

a− x
.

Exercice 6 : Calculer le développement en série entière des fonctions suivantes
et préciser leur rayon de convergence.

(i) ex cos(x), (ii) sin(x) cos(x), (iii) sin3(x), (iv) ln(x2 − 3x+ 2),

(v)
1 + x

1− x
, (vi)

1

x2 + 5x+ 6
, (vii)

√
1 + x

1− x
, (viii) ln(x2 + x+ 1).

Exercice 7 : On note j = exp

(
2iπ

3

)
.

1. Calculer 1 + jn + j2n pour tout n ∈ N.
2. Calculer le développement en série entière de x 7→ ex + ejx + ej

2x.

3. En déduire la valeur de
+∞∑
n=0

1

(3n)!
.

Exercice 8 : Démontrer que

∫ 1

0
et

2
dt =

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)n!
.

Exercice 9 : Nous allons développer la fonction Arctan en série entière.

1. Démontrer que

∀x ∈]− 1, 1[, Arctan(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1
.

2. En déduire Arctan(n)(0) pour tout n ∈ N.
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Exercice 10 : On souhaite calculer le développement en série entière de Arcsin.

1. Démontrer que

∀x ∈]− 1, 1[,
1√
1− x

=
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4n

(
2n

n

)
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2. En déduire le développement en série entière de Arcsin et préciser son rayon
de convergence.

3. Démontrer que l'on a

π =
+∞∑
n=0

3

16n(2n+ 1)
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)
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Exercice 11 : On souhaite étudier la série entière

S(x) =
+∞∑
n=1

Hnx
n avec Hn =

n∑
k=1

1

k
.

1. Démontrer que 1 6 Hn 6 n pour tout n ∈ N∗.
2. En déduire le rayon de convergence R de S.

3. Calculer (1− x)S(x) pour x ∈]−R,R[.
4. En déduire une expression de S(x) sur ]−R,R[.

Exercice 12 : Pour θ ∈ R, on note

S(x) =

+∞∑
n=0

sin(nθ)

n!
xn.

1. Avec une majoration, montrer que le rayon de convergence de S est +∞.

2. Déterminer une expression de S(x) pour x ∈ R.

Exercice 13 : Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes,
puis les exprimer avec des fonctions usuelles.
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Exercice 14 : On dé�nit la fonction f : R→ R par

∀x ∈ R, f(x) = exp

(
x2

2

)∫ x

0
exp

(
− t

2

2

)
dt.

1. Montrer que la fonction f est impaire.

2. Montrer que f(0) = 0 et que f est solution de (E) : y′ = xy + 1.

3. Pour (an) ∈ RN, on note

∀x ∈ R, h(x) =
+∞∑
n=0

anx
2n+1.

En substituant h dans (E), montrer que l'on peut choisir les coe�cients an
tels que h soit solution de (E).

4. Déduire des questions précédentes que

∀x ∈ R, f(x) =
∑
n>0

2nn!

(2n+ 1)!
x2n+1.
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